Esempio di prova di matematica all’esame di Stato nei licei scientifici sperimentali (P.N.I. - Brocca scientifico ecc.)

ESEMPIO N. 3

Il candidato risolva, a sua scelta, uno dei due problemi e 5 fra i 10 quesiti del questionario.

PROBLEMA 1.
E’ data, in un piano, riferito ad un sistema di assi cartesiani ortogonali Oxy, l’iperbole [image: image1.wmf]c

 di equazione 
[image: image2.wmf]20
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 e siano r ed s i suoi asintoti, rispettivamente verticale ed orizzontale.

Il candidato:

1)  tracci il grafico dell’iperbole;

2)  scriva l’equazione della circonferenza [image: image3.wmf]s

 passante per l’origine ed avente il centro nel punto d’incontro di r con l’asse delle ascisse;

3)  constatato che, oltre che in O, le curve [image: image4.wmf]c

 e [image: image5.wmf]s

 s’incontrano in un ulteriore punto A, la cui ascissa [image: image6.wmf]x

A

 è compresa tra 1 e 2, descriva una procedura che consenta di calcolare i valori approssimati, con un’approssimazione di [image: image7.wmf]10

-

n

, di [image: image8.wmf]x

A

 e la codifichi in un linguaggio di programmazione conosciuto;

4)  detto P un punto del semiasse negativo delle ascisse di coordinate (a,0), determini il volume V(a) del solido, ottenuto dalla rotazione di un giro completo intorno all’asintoto s, della parte finita di piano delimitata da [image: image9.wmf]c

, da s e dalle rette di equazione x=1 e x=a;

5)  calcoli il 
[image: image10.wmf]lim()
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 e dica cosa rappresenta. 

PROBLEMA 2.

Su un piano, riferito ad un sistema di assi cartesiani ortogonali Oxy, è data la linea [image: image11.wmf]c

 di equazione 
[image: image12.wmf]23
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Il candidato:

1)  tracci la curva [image: image13.wmf]c

;

2)  detto A il punto di [image: image14.wmf]c

 di ordinata massima relativa, B il punto, diverso da O, in cui [image: image15.wmf]c

 interseca l’asse delle ascisse, P un punto del segmento OB, Q ed R le intersezioni della parallela per P all’asse delle ordinate rispettivamente con [image: image16.wmf]c

 e con la retta OA, studi la funzione r(x) che esprime il raggio del cerchio 
[image: image17.wmf]W

 di centro Q e passante per R;

3)  determini in particolare il punto [image: image18.wmf]P

M

 in cui r(x) raggiunge il valore massimo assoluto 
[image: image19.wmf]r

M

 (nella ricerca degli estremi relativi si utilizzino i valori approssimati per eccesso a meno di 1/10 dei valori estremanti) e scriva l’equazione della circonferenza [image: image20.wmf]s

, contorno del corrispondente cerchio
[image: image21.wmf]W

M

 (centro 
[image: image22.wmf]Q

M

; raggio 
[image: image23.wmf]r

M

);

4)  scriva l’equazione della curva [image: image24.wmf]s

’, trasformata di [image: image25.wmf]s

 mediante la trasformazione T di equazione 
[image: image26.wmf]1
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[image: image27.wmf]1
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, e determini l’area della parte finita di piano da essa delimitata;

5)  studi le caratteristiche di T e dica se è possibile determinare l’area della parte finita di piano delimitata da [image: image28.wmf]s

’ senza scrivere l’equazione di tale curva.

QUESTIONARIO
1.  E’ data una funzione f(x) la cui funzione derivata prima f((x) ha per diagramma, in un piano riferito ad un sistema di assi cartesiani ortogonali Oxy, una semicirconferenza di centro C(0,1), raggio 2, passante per il punto A(0,-1).

Quali osservazioni si possono fare sull’andamento qualitativo del diagramma di f(x)?
2. Si considerino le uguaglianze:

· 
[image: image29.wmf]2

log(2sen)2log(2sen)

xx

-=-


    e

· 
[image: image30.wmf]2
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    Si dica se sono vere o false per ogni 
[image: image31.wmf]x
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,  giustificando le risposte.

3. Ricordando che la formula di Newton che dà la potenza n-esima di un binomio è:
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si dica per quali valori di n il numero:
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è positivo o negativo.

4.  Ai tempi della repubblica di Venezia, l’elezione del doge avveniva tramite un sistema di sorteggi e ripescaggi tra un certo numero di persone, che nel nostro caso supporremo 100. In una prima fase sono sorteggiati 30 candidati tra i 100. In una seconda fase avvengono due ulteriori sorteggi: in uno 10 candidati sono scelti tra i 30, nell’altro 10 candidati sono ripescati tra i 70 inizialmente eliminati. In una terza fase, infine, un candidato è scelto come doge, sempre in base a sorteggio, tra i 20 candidati che hanno passato la seconda fase. Si dica qual è la probabilità che ognuno dei 100 candidati iniziali ha di divenire doge prima del primo sorteggio. Si determini, inoltre, qual è la probabilità  di divenire doge per un candidato che abbia passato il primo turno, ossia tra i 30 selezionati, e la corrispondente probabilità per un candidato che non abbia passato tale sorteggio. Si confrontino le probabilità dei candidati prima e dopo il primo sorteggio.

5.  E’ data la semisfera 
[image: image34.wmf]s

 di centro O e sia 
[image: image35.wmf]g

 la sua circonferenza massima. Si conducano due piani 
[image: image36.wmf]a

 e 
[image: image37.wmf]b

, passanti per il raggio OP perpendicolare al piano di 
[image: image38.wmf]g

. Sia PQR il triangolo sferico, interno all’angolo acuto dei piani 
[image: image39.wmf]a

 e 
[image: image40.wmf]b

, i cui vertici Q ed R sono le intersezioni della circonferenza 
[image: image41.wmf]g

 con 
[image: image42.wmf]Q

M

 e 
[image: image43.wmf]b

. Si deduca, da quanto si può dire sulla somma degli angoli interni del triangolo PQR, che detto triangolo si  può intendere come una figura di un modello di geometria non euclidea.

6.  Avvalendosi della definizione di derivata come limite del rapporto incrementale al tendere dell’incremento della variabile indipendente a zero, si dimostri che la derivata della funzione 
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7.  Si dia un esempio di funzione f(x) a cui in un intervallo 
[image: image46.wmf][
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, non si applichi il teorema di Rolle e si giustifichi la risposta.

8.  Su un piano 
[image: image47.wmf]a

 è tracciata una circonferenza 
[image: image48.wmf]g

 di raggio r. Per un punto A di 
[image: image49.wmf]g

si conduca una semiretta perpendicolare ad 
[image: image50.wmf]g

 e su di essa si consideri il punto V tale che VA = h. Dopo aver dimostrato che la sezione 
[image: image51.wmf]g

’del cono 
[image: image52.wmf]w

, di base la circonferenza 
[image: image53.wmf]g

 e vertice V, con un piano 
[image: image54.wmf]a

’, parallelo ad  
[image: image55.wmf]a

 è una circonferenza, si calcoli, avvalendosi di un integrale definito, il volume di
[image: image56.wmf]w

.

9.  In un piano, riferito ad un sistema di assi cartesiani ortogonali Oxy, si disegni il grafico di una funzione avente come asintoti verticali le rette di equazione x=1 e x=–1 e come asintoto orizzontale la retta di equazione 
[image: image57.wmf]1
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. Si determini, inoltre, una funzione il cui grafico soddisfi le condizioni predette.

10.  Si consideri la famiglia di curve di equazione y = f(x) essendo f(x) = 
[image: image58.wmf]a
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 Dopo aver osservato che dette linee hanno un massimo ed un minimo relativi, si dica per quali valori di a la funzione f(x) ha tre punti di zero distinti tra loro.
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La durata della prova è di 6 ore e nel corso di essa è consentito soltanto l’uso di calcolatrici non programmabili.

Non è ammesso lasciare l’aula degli esami prima che siano trascorse tre ore dalla consegna della copia con le tracce.
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